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Ασκηση 1η 

Ο παρακάτω πίνακας αποτελεί δείγμα από μια μελέτη για την θνησιμότητα ενός συγκεκριμένου 

πληθυσμού ανδρών ηλικίας από 60 έως 70. Έχουμε συνεπώς: 

x 

Πρότερη εκτίμηση έντασης 

θνησιμότητας 𝝁𝒙 Θάνατοι Έκθεση στον Κίνδυνο 

60 0,02029 49 2.415 

61 0,02230 51 2.287 

62 0,02466 55 2.230 

63 0,02721 68 2.499 

64 0,02937 70 2.383 

65 0,03102 67 2.160 

66 0,03194 69 2.160 

67 0,03055 66 2.160 

68 0,04297 84 1.955 

69 0,04405 88 1.998 

70 0,04749 83 1.748 

 

[Α] Με βάση την υπόθεση ότι η ένταση θνησιμότητας πρέπει να ακολουθεί το μοντέλο 

Gompertz𝜇𝑥 = 𝐵𝐶𝑥,αναθεωρούμε τις αρχικές μας εκτιμήσεις. Να υπολογιστούν οι παράμετροι 

του μοντέλου με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων και με χρήση δεδομένων μόνο από τις 

ηλικίες 60 ως και την ηλικία των 65.        

                                                                                                                             (4 Μονάδες) 

[Β] Να εξεταστεί η λειότητα της εκτιμώμενης πιθανότητας θανάτου που θα προκύψει από το 

μοντέλο Gompertz και να σχολιαστεί κατάλληλα το αποτέλεσμα.      (3 Μονάδες) 

[Γ] Να εξεταστεί η καλή προσαρμογή του μοντέλου που αναφέρθηκε στο ερώτημα [i] 

χρησιμοποιώντας δεδομένα του πίνακα μόνο για τις ηλικίες 61 – 69 και να σχολιαστούν 

κατάλληλα τα αποτελέσματα. Σημείωση: Η καλή προσαρμογή θα εξεταστεί χρησιμοποιώντας τον 

έλεγχο 𝝌𝟐 καθώς και τον έλεγχο για το πλήθος των προσήμωνσε επίπεδο σημαντικότητας α = 5%.

             

                                                (3 Μονάδες) 

Δίνεται πίνακας Κριτικών τιμών για την κατανομή χι – τετράγωνο  

Βαθμοί Ελευθερίας (β.ε.) 9 8 7 6 

χβ.ε.;95%
2  16,92 15,51 14,07 12,59 

 

Για την Τυπική Κανονική Κατανομή ο πίνακας κριτικών τιμών δίνεται:   

Επίπεδο σημαντικότητας 5% 4% 3% 2,5% 

Ζ
1−

α

2

 
1,96 2,05 2,17 2,24 
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Ασκηση 2η 

[A]Στην εξομάλυνση Whittaker,γνωρίζοντας ότι ο πίνακας 𝑐 = 𝑤 + ℎ ∙ 𝑘𝑧
′ ∙ 𝑘𝑧είναι συμμετρικός, 

να αποδείξετε ότι είναι θετικά ορισμένος.      (3 μονάδες) 

[Β] Να αποδείξετε ότι το  διάνυσμα των   𝑣𝑥    που ελαχιστοποιεί την παράσταση 

Whittaker        M =  (𝑣 − 𝑢)′ ∙ 𝑤 ∙ (𝑣 − 𝑢) + ℎ ∙ 𝑣′ ∙ 𝑘𝑧
′ ∙ (𝑘𝑧𝑣), είναι αυτό που ικανοποιεί την 

σχέση 𝑐 ∙ 𝑣 = 𝑤 ∙ 𝑢 

(4 μονάδες) 

[Γ] Ένας Αναλογιστής προσπαθεί να μοντελοποιήσει τα   μηνιαία πλήθη ζημιών που υπόκεινται 

σε 3 διαφορετικούς κινδύνους.  

Κίνδυνος Έκθεση στον 

Κίνδυνο 

Πλήθος Ζημιών 

1 36 μήνες 200 

2 30 μήνες 400 

3 24 μήνες 500 

Υποθέτοντας ότι το πλήθος ζημιών ανά μήνα ακολουθεί την κατανομή Poissonμε παράμετρο 𝜆𝑖, 

για κάθε κίνδυνο i = 1, 2, 3και γνωρίζοντας ότι 𝜆1 =
𝜆2

2
=

𝜆3

3
= 𝜆     να υπολογιστεί η παράμετρος 

λ με βάση τον παραπάνω πίνακα και με την χρήση της Μεθόδου Μεγίστης Πιθανοφάνειας. 

 

 

Δίνεται ότι αν μια τ.μ. ακολουθεί κατανομή Poisson   με παράμετρο μ, τότε ισχύει: 

𝑋~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜇), 𝑓𝑋(𝑥) = 𝜇𝑥 ∙
𝑒−𝜇

𝑥!
, 𝜇 > 0. 

(3 μονάδες) 
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Ασκηση 3η 

(Α) Σε μία κλινική μελέτη παρατηρούνται 𝑛 νεογέννητα άτομα μέχρι και τον τελευταίο θάνατο. 

Αν οι παρατηρούμενοι χρόνοι θανάτου είναι: 

𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑘 

και δίνεται ότι την στιγμή 𝑡1 πεθαίνουν 𝑑1 άτομα, την στιγμή 𝑡2 πεθαίνουν 𝑑2 άτομα,…, την 

στιγμή 𝑡𝑘 πεθαίνουν 𝑑𝑘 άτομα με 𝑑1 + 𝑑2 + ⋯ + 𝑑𝑘 = 𝑛, να δείξετε ότι ο μέσος υπολειπόμενος 

χρόνος ζωής στην αρχή της παρατήρησης και σύμφωνα με την εμπειρική συνάρτηση επιβίωσης 

δίνεται από την σχέση: 

�̂�0
𝑜 =

𝑡1 ∙ 𝑑1 + 𝑡2 ∙ 𝑑2 + ⋯ + 𝑡𝑘 ∙ 𝑑𝑘

𝑛
 

(4 Μονάδες) 

(Β) Επιπλέον των δεδομένων του ερωτήματος Α, δίνονται ότι: 

 𝑡𝑖 = 𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 

 𝑑𝑖 = 2𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 

 𝑘 = 20 

Να βρεθεί το �̂�0
𝑜.         (3 Μονάδες) 

(Γ) Αν υποτεθεί ότι η επιβίωση του πληθυσμού ακολουθεί την εκθετική κατανομή, με τα δεδομένα 

του ερωτήματος Α και Β και με βάση την μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας, να προσδιοριστεί η 

κατανομή αυτή.          (3 Μονάδες) 
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Ασκηση 4η 

Σε μία μελέτη δύο αιτίων εξόδου, θανάτου και αποχώρησης, παρατηρούνται 100 άτομα στο 

ηλικιακό διάστημα (45,46]. Δίνεται ότι: 

 Όλα τα άτομα εισέρχονται από την αρχή του διαστήματος και δεν είναι προγραμματισμένο να 

φύγει κανείς πριν την ηλικία των 46. 

 Συνολικά παρατηρούνται 5 θάνατοι και 10 αποχωρήσεις στο διάστημα (45,46] 

 Ισχύει η ομοιόμορφη κατανομή για τους συναφείς πίνακες σε ηλικιακά διαστήματα του ενός 

έτους. 

(Α) Να εκτιμηθεί με την μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας η ανεξάρτητη πιθανότητα θανάτου 

ενός ατόμου ηλικίας 45 μέσα στο επόμενο έτος.     (4 Μονάδες) 

(Β) Αν επιπλέον δίνεται ότι οι θάνατοι συμβαίνουν στο μέσον του έτους και οι αποχωρήσεις στο 

τέλος του έτους να επανυπολογιστεί η πιθανότητα του ερωτήματος Α.   (3 Μονάδες) 

(Γ) Αν οι θάνατοι συμβαίνουν στο μέσον του έτους και οι αποχωρήσεις στο τέλος του έτους, να 

εκτιμηθεί με την μέθοδο των ροπών η ανεξάρτητη πιθανότητα θανάτου ενός ατόμου ηλικίας 45 

μέσα στο επόμενο έτος.        (3 Μονάδες) 
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Ασκηση 5η 

Προκειμένου να μελετηθεί η επιβίωση ενός πληθυσμού, παρατηρείται ένα δείγμα από 500 άτομα. 

Η έναρξη της παρατήρησης ξεκινάει την στιγμή 𝑡 = 0 και διακόπτεται την στιγμή 𝑡 = 5. Στο 

διάστημα (𝑖 − 1, 𝑖] παρατηρούνται     𝑑𝑖 = 5 ∙ 𝑖2      θάνατοι για 𝑖 = 1,2,3,4,5. 

(Α) Oι πιθανότητες θανάτου 𝛵𝑖, 𝑖 = 1,2,3,4,5  σε κάθε διάστημα (𝑖 − 1, 𝑖] καθώς και η πιθανότητα 

θανάτου 𝛵6στο (5, +∞)  είναι τυχαίες μεταβλητές με από κοινού κατανομή που δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση: 

𝑓�̃�(�̃�) =
𝛤(𝛼)

∏ 𝛤(𝛼𝑖)
6
𝑖=1

∏ 𝑡𝑖
𝛼𝑖−1

6

𝑖=1

, ∑ 𝑡𝑖

6

𝑖=1

= 1, 𝛼 = ∑ 𝛼𝑖

6

𝑖=1

 

με  𝛼𝑖 = 2 ∙ 𝑖, 𝑖 = 1,2,3,4,5,6. 

Λαμβάνοντας υπόψη τα αποτελέσματα του πειράματος, να βρεθεί η ύστερη κατανομή�̃�/�̃�. Εν 

συνεχεία να προσδιοριστούν οι πιθανότητες θανάτου σε κάθε υποδιάστημα ως οι αντίστοιχοι 

μέσοι των περιθώριων κατανομών 𝛵𝑖 / �̃�. 

(3 Μονάδες) 

(Β) Αν υποτεθεί ότι η συνάρτηση επιβίωσης αυτού του πληθυσμού δίνεται από την σχέση: 

𝑆(𝑡) = 1 − 𝛼 ∙ 𝑡 − (𝛼 ∙ 𝑡)2, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜔, 𝛼 > 0 

να βρεθεί το 𝛼 με βάση την μέθοδο των ροπών. 

(4 Μονάδες) 

(Γ) Αν επιπλέον δίνεται ότι οι παρατηρούμενοι θάνατοι συμβαίνουν στο τέλος του κάθε 

διαστήματος και όσοι επιβιώνουν μετά το 𝑡 = 5 πεθαίνουν στο 𝑡 = 10, τότε με βάση το κριτήριο 

Kolmogorov - Smirnov, ποια από τις παραπάνω εκτιμήσεις θεωρείται καλύτερη;  

(3 Μονάδες) 

 

 
 


