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Όνομα:  Επίθετο: 

Ημερομηνία: 1-2-2023 Πρωί:  Απόγευμα: x 

Θεματική ενότητα: Αναλογιστικά Πρότυπα Επιβίωσης (Αδ) 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ! 
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Θέμα 1ο 

[Α] Δίνεται ότι η θνησιμότητα ακολουθεί τον 2ο νόμο του Makeham, δηλαδή 

𝜇𝑥 = 𝐴 + 𝐻 ∙ 𝑥 + 𝐵 ∙ 𝐶𝑥, 𝑥 ≥ 0, 𝐴 ≥ −𝐵, 𝐵 > 0 & 𝐶 > 1. Να υπολογιστούν οι 

παράμετροι A, H,B και C χρησιμοποιώντας τα στοιχεία του πίνακα: 

x 𝝁𝒙 

20 0,00152 

30 0,00242 

40 0,00374 

50 0,00622 

(3 μονάδες) 

[Β] Χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα του ερωτήματος [Α], να υπολογιστούν 

οι πιθανότητες θανάτου𝑞𝑥 για τις ηλικίες 𝑥 = 61 έως 𝑥 = 70 (μέχρι το 3ο 

δεκαδικό). Στη συνέχεια, να εξεταστεί η λειότητα της εκτιμώμενης πιθανότητας 

θανάτου που θα προκύψει και να σχολιαστεί κατάλληλα το αποτέλεσμα.   

(3 μονάδες) 

[Γ] Μια Ασφαλιστική Εταιρεία, παρέχει κάλυψη Ασφάλισης Ζωής με 

Ασφαλισμένα Κεφάλαια μεγαλύτερα του 1 εκ. € σε ανώτατα στελέχη 

πολυεθνικών εταιρειών που ανήκουν στις ηλικίες 61 – 70. Η τιμολόγηση του 

προϊόντος αυτού βασίζεται σε συγκεκριμένο πίνακα θνησιμότητας χωρίς 

φυλετική διάκριση. Τα τελευταία χρόνια όμως η Ασφαλιστική Εταιρεία έχει 

παρατηρήσει ότι χάνει πελάτες από τους ανταγωνιστές της και γι’ αυτό ζητήθηκε 

από τον Αναλογιστή της να πραγματοποιήσει μια μελέτη θνησιμότητας του 

συγκεκριμένου χαρτοφυλακίου.  

Χρησιμοποιώντας τις πιθανότητες θανάτου που υπολογίστηκαν στο ερώτημα [Β], 

ο Αναλογιστής προσπάθησε να υπολογίσει αν ο 2ος νόμος θνησιμότητας του 

Makeham έχει καλή προσαρμογή στο συγκεκριμένο χαρτοφυλάκιο της εταιρείας.   

Τα αποτελέσματα της μελέτης καταγράφονται στον επόμενο πίνακα: 

  



 

ΕΝΤΥΠΟ  

ΘΕΜΑΤΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ  
F3W2.PR09 

 

F3W2.PR09 3/9 

 

Ηλικία Έκθεση σε 

Κίνδυνο 

Θάνατοι Ηλικία Έκθεση σε 

Κίνδυνο 

Θάνατοι 

61 750 10 66 400 5 

62 740 11 67 390 5 

63 710 12 68 380 6 

64 700 15 69 360 8 

65 680 12 70 350 8 

Να εξεταστεί η καλή προσαρμογή του μοντέλου θνησιμότητας που αναφέρθηκε 

στα ερωτήματα [Α], [Β] και να σχολιαστούν κατάλληλα τα αποτελέσματα. Η 

καλή προσαρμογή θα εξεταστεί χρησιμοποιώντας τον έλεγχο 𝝌𝟐καθώς και τον 

έλεγχο για το πλήθος των προσήμωνσε επίπεδο σημαντικότητας α = 5%. 

Δίνεται πίνακας Κριτικών τιμών για την κατανομή χι – τετράγωνο. 

Βαθμοί Ελευθερίας (β.ε.) 10 9 8 7 6 

χβ.ε.;95%
2  18,31 16,92 15,51 14,07 12,59 

 

Για την Τυπική Κανονική Κατανομή ο πίνακας κριτικών τιμών δίνεται: 

Επίπεδο 

σημαντικότητας 
5% 4% 3% 2,5% 

Ζ
1−

α

2

 1,96 2,05 2,17 2,24 

(4 μονάδες) 
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Θέμα 2ο 

[A]Μια Ασφαλιστική Εταιρεία έχει στην κατοχή της ένα συγκεκριμένο αριθμό 

ασφαλιστηρίων συμβολαίων του Κλάδου Αυτοκινήτων. Ορίζουμε τυχαία 

μεταβλητή (τ.μ.) Χ το ποσό της ζημιάς που θα προκύψει από το κάθε συμβόλαιο 

με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 𝑓𝑋(𝑥), 𝑥 > 0. 

OΑναλογιστής της εταιρείας πιστεύει ότι η τ.μ. Χ των ζημιών ακολουθεί την 

κατανομή Weibull με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

𝑓𝑋(𝑥) = 0.6 ∙ 𝑐 ∙ 𝑥−0.4 ∙ 𝑒−𝑐∙𝑥0.6
, όπουc> 0 μια άγνωστη σταθερά 

Έστω ότι η Ασφαλιστική εταιρεία έχει συνάψει Αντασφαλιστική σύμβαση για 

ζημιές Κλάδου Αυτοκινήτων που υπερβαίνουν τα 1.000€, όπου τα 1.000€ 

αποτελούν ποσό Ιδίας Κράτησης (Σημείωση: Η Ασφαλιστική Εταιρεία 

αποζημιώνει τις ζημιές που είναι μικρότερες από 1.000€. Από τα 1.000€ και πάνω 

αναλαμβάνει η Αντασφαλιστική Εταιρεία).  

Σε ένα οικονομικό έτος η Ασφαλιστική εταιρεία καταβάλει τις παρακάτω 

αποζημιώσεις: 

156€ 208€ 232€ 270€ 378€ 

486€ 540€ 700€ 822€ 982€ 

1000€ 1000€ 1000€ 1000€ 1000€ 

[Α] Να υπολογιστεί η παράμετρος c με τη χρήση της Μεθόδου Μεγίστης 

Πιθανοφάνειας.  

(4 μονάδες) 

[Β] Να υπολογιστεί η παράμετρος c με τη χρήση της μεθόδου των 

ποσοστημορίων στη διάμεσο. 

(3 μονάδες) 

[Γ] Επιπλέον η Ασφαλιστική Εταιρεία έχει στην κατοχή της ένα συγκεκριμένο 

αριθμό ασφαλιστηρίων συμβολαίων του Κλάδου Πυρός. Ορίζουμε τυχαία 

μεταβλητή (τ.μ.) Χ το ποσό της ζημιάς που θα προκύψει από το κάθε συμβόλαιο 

με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 𝑓𝑋(𝑥), 𝑥 > 0. 

O Αναλογιστής της εταιρείας πιστεύει ότι η τ.μ. Χ των ζημιών ακολουθεί την 

Ομοιόμορφη Κατανομή στο διάστημα [0, 1.500]. 
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Η Ασφαλιστική Εταιρεία θέλει να διαφοροποιήσει τον κίνδυνο που αναλαμβάνει 

από τα εν λόγω συμβόλαια συνάπτοντας μία Αντασφαλιστική Σύμβαση, 

σύμφωνα με την οποία ο κίνδυνος (δηλαδή το ποσό ανά ζημιά) που ξεπερνάει ένα 

προκαθορισμένο όριο, εκχωρείται στην Αντασφαλιστική Εταιρεία. 

Αν η Ασφαλιστική Εταιρεία θέλει το αναμενόμενο κόστος της ανά ζημιά να 

ισούται με 500€, να υπολογιστεί το όριο ιδίας κράτησης d. 

Σημείωση: Η Ασφαλιστική Εταιρεία αποζημιώνει τις ζημιές που είναι 

μικρότερες από όριο ιδίας κράτησης d. Για ζημιές που ξεπερνούν το όριο ιδίας 

κράτησης d, το κόστος της υπερβάλλουσας ζημιάς αποζημιώνεται από την 

Αντασφαλιστική Εταιρεία. 

(3 μονάδες) 
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Θέμα 3ο 

Σε μια Πολυεθνική Εταιρεία ανήκουν δυο (2) κλινικές, η Κλινική Α και η Κλινική 

Β, που εξειδικεύονται στην τοποθέτηση ακουστικών βαρηκοΐας σε ασθενείς. 

Έπειτα από προφορικές αναφορές πελατών υπονοήθηκε ότι τα ακουστικά 

βαρηκοΐας που τοποθετήθηκαν στην Κλινική Α άντεξαν περισσότερο από εκείνα 

της Κλινικής Β. Η Διοίκηση της Εταιρείας λοιπόν, αποφάσισε τον Σεπτέμβριο 

του 2022 να πραγματοποιήσει μια ενδελεχή έρευνα για να καθορίσει αν η υπόνοια 

αυτή ευσταθεί. 

Ο Αναλογιστής της Εταιρείας συγκέντρωσε δεδομένα ασθενών με ακουστικά 

βαρηκοΐας που τοποθετήθηκαν στις Κλινικές Α και Β. Ουσιαστικά κατέγραψε 

την ημερομηνία τοποθέτησης των ακουστικών βαρηκοΐας και την ημερομηνία 

που αυτά έπαψαν να λειτουργούν (σε όσες περιπτώσεις έγινε γνωστή η σχετική 

πληροφόρηση). Σε μερικούς ασθενείς, τα ακουστικά βαρηκοΐας ήταν πλήρως 

λειτουργικά τον Σεπτέμβριο του 2022.  

Στους 2 πίνακες που ακολουθούν, καταγράφονται δεδομένα 8 ασθενών από κάθε 

κλινική. Μπορείτε να υποθέσετε ότι όλες οι ημερομηνίες αναφέρονται στο μέσον 

του αντίστοιχου μήνα. 

Κλινική 

 
Ημ/νια 

Τοποθέτησης 

Ημ/νια 

Παύσης 

Λειτουργίας 

 

Κλινική 
Ημ/νια 

Τοποθέτησης 

Ημ/νια 

Παύσης 

Λειτουργίας 

Α  01/2016 01/2018  Β 01/2016 01/2019 

Α  03/2017 05/2021  Β 03/2017 05/2022 

Α  07/2018 06/2021  Β 04/2017 06/2021 

Α 
 

10/2018 
Λειτουργεί 

τον 09/2022 

 
Β 10/2018 10/2019 

Α 
 

12/2018 10/2019 
 

Β 12/2018 
Λειτουργεί 

τον 09/2022 

Α 
 

01/2019 
Λειτουργεί 

τον 09/2022 

 
Β 01/2019 09/2021 

Α 
 

06/2019 
Λειτουργεί 

τον 09/2022 

 
Β 06/2019 

Λειτουργεί 

τον 09/2022 

Α 
 

10/2019 06/2022 
 

Β 10/2019 
Λειτουργεί 

τον 09/2022 
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[Α] Να υπολογιστεί η Συνάρτηση Επιβίωσης των ακουστικών βαρηκοΐας για 

κάθε κλινική ξεχωριστά χρησιμοποιώντας τον Product Limit Estimator (Kaplan - 

Meier).  

(4 μονάδες) 

[Β] Σε συνέχεια του ερωτήματος Α, προκειμένου ο Αναλογιστής να αποφασίσει 

κατά πόσο ευσταθούν οι φήμες αναφορικά με την διάρκεια λειτουργίας των 

ακουστικών, εκτίμησε τον μέσο υπολειπόμενο χρόνο ζωής για τα ακουστικά κάθε 

Κλινικής. Με βάση τα αποτελέσματα, ποιο είναι το συμπέρασμα που βγαίνει; 

(3 μονάδες) 

[Γ] Επιπλέον ο Αναλογιστής εκτιμά την διακύμανση του υπολειπόμενου χρόνου 

ζωής για τα ακουστικά κάθε Κλινικής. Τι συμπεράσματα εξάγονται; 

(3 μονάδες) 
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Θέμα 4ο 

[Α] Σε μία κλινική μελέτη παρατηρείται ένας αριθμός από νεογέννητα άτομα. Η 

κλινική μελέτη διακόπτεται την χρονική στιγμή 𝑡 = 𝑘. Παρατηρούνται 𝑑𝑖 

θάνατοι στο διάστημα (𝑖 − 1, 𝑖] για 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑘 και 𝑆 άτομα παραμένουν εν 

ζωή κατά την χρονική στιγμή 𝑡 = 𝑘. Αν η επιβίωση αυτού του πληθυσμού 

περιγράφεται από την παρακάτω συνάρτηση επιβίωσης: 

𝑆(𝑥) = 𝑒−𝜃∙𝑥,𝑥 > 0, 𝜃 > 0 

Να δείξετε ότι ο εκτιμητής μεγίστης πιθανοφάνειας της παραμέτρου 𝜃 δίνεται 

από την σχέση: 

�̂� = 𝑙𝑛 (
𝑘∙𝑆+𝐷′

𝑘∙𝑆+𝐷′−𝐷
) όπου 𝐷 = ∑ 𝑑𝑖

𝑘
𝑖=1  και 𝐷′ = ∑ 𝑖 ∙ 𝑑𝑖

𝑘
𝑖=1 . 

(4 μονάδες) 

[Β] Σε ένα μοντέλο επιβίωσης ενός πληθυσμού, η ένταση θνησιμότητας 

περιγράφεται από την σχέση: 

𝜇𝑥 = 𝛼 ∙ (1 + 𝑥), 𝑥 > 0, 𝛼 > 0 

Αν 100.000 άτομα αυτού του πληθυσμού παρατηρούνται από την γέννηση τους 

και παρατηρούνται 𝑑 = 449 μέσα στο πρώτο έτος, τότε: 

i. Να εκτιμηθεί η παράμετρος 𝛼 σύμφωνα με την μέθοδο των ροπών. 

(3 μονάδες) 

ii. Αν από τους 449 θανάτους, οι 184 συνέβησαν στο πρώτο μισό του έτους 

και οι υπόλοιποι 265 στο δεύτερο μισό του έτους να εξετάσετε κατά πόσο 

αυτό είναι συμβατό με την τιμή της παραμέτρου που υπολογίστηκε στο 

πρώτο υποερώτημα. 

(3 μονάδες) 
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Θέμα 5ο 

Για μία μελέτη δύο αιτίων εξόδου, του θανάτου (d) και της αποχώρησης (w), τα 

διαθέσιμα στοιχεία παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα. 

Μέλος Ηλικία Εισόδου 
Προγραμματισμένη 

Ηλικία Εξόδου 
Ηλικία Θανάτου 

Ηλικία 
Αποχώρησης 

1 40 45 40,8 - 

2 40 45 - 40,9 

3 40,2 45 41,3 - 

4 40,5 45 - 41,5 

5 41 46 43,3 - 

6 42 47 42,2 - 

7 42 47 - 42,8 

8 42 42,5 - - 

9 43 46 - 44,8 

10 43 47 44,75 - 

[Α] Να εκτιμηθεί η ανεξάρτητη πιθανότητα θανάτου ενός ατόμου ηλικίας 40 

μέσα στο επόμενο έτος κάτω από την υπόθεση της σταθερής έντασης για κάθε 

αίτιο σε ηλικιακά διαστήματα ενός έτους και σύμφωνα με την μέθοδο της 

μέγιστης πιθανοφάνειας. 

(2,5 μονάδες) 

[Β] Να εκτιμηθεί η ανεξάρτητη πιθανότητα θανάτου ενός ατόμου ηλικίας 41 μέσα 

στο επόμενο έτος κάτω από την υπόθεση της ομοιόμορφης κατανομής για κάθε 

αίτιο σε ηλικιακά διαστήματα ενός έτους και σύμφωνα με την μέθοδο της 

μέγιστης πιθανοφάνειας. 

(2,5 μονάδες) 

[Γ] Να εκτιμηθεί η ανεξάρτητη πιθανότητα θανάτου ενός ατόμου ηλικίας 42 μέσα 

στο επόμενο έτος κάτω από την υπόθεση της σταθερής έντασης για κάθε αίτιο σε 

ηλικιακά διαστήματα ενός έτους και σύμφωνα με την μέθοδο των ροπών. 

(2,5 μονάδες) 

[Δ] Να εκτιμηθεί η ανεξάρτητη πιθανότητα θανάτου ενός ατόμου ηλικίας 43 μέσα 

στο επόμενο έτος κάτω από την υπόθεση της ομοιόμορφης κατανομής για κάθε 

αίτιο σε ηλικιακά διαστήματα ενός έτους και σύμφωνα με την μέθοδο των ροπών. 

(2,5 μονάδες) 


